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Capitulo 1

Ejercicio 1.6

Supongamos que en algin instante ¢ la particula tiene coordenadas (z/,y') y que la
tangente del angulo que forma su velocidad con el eje x esta dada por Zg—gg. La recta tangente
a la curva estara dada por:

dy(t)
—y) = —F(x —2'). 1
—v)= Gl =) (1)
Por otro lado, segiin el problema la velocidad siempre debe apuntar a un punto en el eje z,
al que llamaremos f(t). Pero este punto no es mas que el intercepto con el eje = de la recta

anteriormente definida. Asi entonces debemos tener lo siguiente:

= RO =) 2)
(f(t) —x)dy + ydx = 0. (3)

Que es la ecuacién de una ligadura no holénoma. Para mostrar que la ligadura es no holénoma
se trata de buscar un factor integrante para obtener una diferencial total:

dF = fi(f(t) —x)dy + fiydz + f; x 0dt. (4)
De aqui se lee que:

or

i filf(t) — ), (5)
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Haciendo derivadas cruzadas entre z y ¢ (y teniendo en cuenta que x y y dependen de ¢ s6lo
implicitamente):

0(%)  of

— = = 0. 8
o Vot (®)
Tomando derivadas cruzadas de t y y nos queda que:
OF
0:3(3—y> _ 910 (9)
ot "ot '

Asi, o bien f; =0 o f(t) = cte, pero lo anterior va en contra de las hipdtesis ya que f(t) es
arbitrario.

Ejercicio 1.9
Tenemos que el Lagrangiano para una particula en presencia de un campo eléctrico
E=V¢— %—’? y un campo magnético B =V x A estd dado por:

1 —
L:§mq7-z7—q¢+%-A. (10)
C

Se pregunta qué efecto tiene sobre el Lagrangiano el cambiar el potencial escalar ¢ y el
potencial vectorial A:

A A+ Vi, (11)
10y
¢'—>¢—EE, (12)

sobre el Lagrangiano y las ecuaciones de movimiento de la particula sobre la que actian
E y B, siendo ¢(z,y,2,t) una funcién arbitraria pero diferenciable. Si sustituimos en el
Lagrangiano y reorganizamos términos se obtiene lo siguiente:

1_1 - - law g—» e

L_2mv~v—q( _c_at)+cv (A—l—Vw), (13)
r (L —gor e A) 2 (Y s

L —(2mv U q(b—l—cv A)—l—C(at—i-v V¢>. (14)

El término dentro del paréntesis es el Lagrangiano original L y el segundo es la diferencial
total de 1 con respecto a t:

dy opdr Opdy opdz O L oY
Gt ordt Tayat Tasa ot VU T o

Asi entonces L’ se reescribe como L maés la derivada total con respecto a t de una funcién
arbitraria 1:

(15)

dvp
I =1+ 2= 16
+dt (16)



Pero segin la demostracion 8, las ecuaciones de Lagrange se siguen satisfaciendo si a un La-
grangiano L se le adiciona la derivada total con respecto al tiempo de una funcién arbitraria
1, es decir, las ecuaciones de movimiento de la particula no cambian.

Ejercicio 1.19

Usando coordenadas esféricas y teniendo en cuenta que el péndulo es inextensible, tene-
mos que la velocidad se puede escribir asi:

H_dF_dr de - do »  df , . do -
U= = Er—i— d—@—i—rs Q%QZ)—T&@%—rsm@Egb. (17)
Y que el potencial gravitacional se puede escribir como (con z positivo hacia abajo):
V = —mgz = —mgr cosb. (18)
Asi el Lagrangiano del sistema es:
1 i .
L= émr2 (sin2(9)gb2 + 02> + mgr cos(6), (19)
I .
8—. = mr20, (20)
00
L .
a—. = mr? sin® 0¢, (21)
d¢
2 =M sin 6 cos 8¢ — mgrsin 0, (22)
oL
— =0. 23
5 (23)
Luego las ecuaciones de movimiento son:
d0
mr? sin 0 cos > — mgr sin 6 — mr> i 0, (24)
d
7 (mr2 sin® 9gb> = 0. (25)

Capitulo 2

Ejercicio 2.1

En el problema de la braquistocrona, se llega a que se debe minimizar el funcional:

1+y
/\/ 29y (x (26)

Hy—

29y(w) 27)



La ecuacién de Euler-Lagrange para el problema se obtiene facilmente haciendo los siguientes
calculos:

of y' () (25)

0y'(z)  /2gy()1+y(x)?)

of  1+y(x)? (29)

dy(z)  2yv29y

dx \0y'(@)) ~ @)~ dv \ 2oy + v (@D ) v
Y(2) + 2y(2)y"(2) + 1

o Va2 (n) (Y@ )P (30
23y ()
La ecuacién diferencial que debemos resolver es entonces:
Y (2)° +2y(2)y"(z) + 1 =0. (31)

Podemos notar que f no depende explicitamente de x, entonces la cantidad h = ayaﬂ(;) Y (x)—f
es una cantidad conservada. Para este caso h tiene la siguiente forma:

1
h=— = cte, (32)
V2gy(@)(1+y'(2)?)

1

75 = 299(@)(1 +¢/()°). (33)
Si se deriva la ultima de las ecuaciones con respecto a x se llega a:

— d 1 _ / ! 2 / "

0=—1{335) =9y (y(2)° +1) + 29y(2)y (@)y" (), (34)

que es la misma ecuacién (31) multiplicada por gy'(x). Es decir, la ecuacién (31) es equiva-
lente a:

y(@)(1+ ' ()?) = 2. (35)

De esta ecuacién se puede despejar y'(z), separar variables e integrar para obtener:

2
Y@y =" -1 (36)
Y
_dy da, (37)
21
Y
1
2ctan™! = —V2c—yy=z (38)
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2ccos ( 1-— %) -V (2c—y)y =z, (39)
2% —
1—%:0052 <$+ y(2e y>> (40)
& 2c

9:+\/y(

Llamando a = y despejando:

Lo <§>=—1—C;S<“>, w
g:l—cos (x—i_ y(26—g)>' (42)

La ultima igualdad se obtiene de las identidades de angulo mitad para el coseno. De esta
igualdad también se ve que y sélo puede tomar valores en el intervalo [0,2a] (ya que la
cantidad dentro del radical del coseno sélo es mayor que 0 en este intervalo) y que uno de
sus minimos estd en (0,0) (que fue de donde se lanz6 la particula), es decir, alli hay una
cuspide.

Por otro lado, para mostrar que si la particula se proyecta con una energia cinética inicial
+mu] entonces también se mueve sobre un cicloide, basta notar que la integral (26) se

reescribe de esta forma (conservacién de energfa: smvj = muv? — mgy):

14y (z)? (43)

2
Esta puede ser devuelta a su forma original haciendo el cambio de variable y = y + ;—3, esto

2
. . v, . 7 .
equivale a mover el sistema de coordenadas 7] unidades, por lo tanto la cispide que estaba

eny =0 quedara umdades mas arriba.

Ejercicio 2.3

La solucion a este problema consiste en minimizar el funcional:

d dys \
J = /\/dx2+dy1+dy2 /\/1+ L +(%> dz, (44)




para esto resolvemos:

_of d [(of
T
Yi= g (47)

Con f asi definida obtenemos:

af
o= (48)

9 _ % (49)

DY v1+Ziy}2'

Asi llegamos a que:

a(m
z (m) ' i
Yi = ¢ (51)

VIS0
La ultima ecuacion se puede solucionar para las y;:

2 c;
2=t 52
Yi 1—51.0227 ( )

y finalmente:

Las anteriores son las ecuaciones de una recta parametrizadas por la primera de sus coorde-
nadas.

Ejercicio 2.4

Con un procedimiento andlogo al anterior pero usando coordenadas esféricas (r, 6, ¢) (con
r fijo) llegamos a que ds? = r2(df? + sin® § d¢?), llegamos al siguiente funcional:

2 25 de 2
_ .2 _ 2
F_/1 \/d02+sm 9d¢2_/01 \/1+sm 9(@> df. (54)




Haciendo uso de (45) pero con f = \/1 +sin? 0 (%)2, y=¢,x=0y¢p= % obtenemos lo
siguiente:
af
(9_¢ =
of sin? 6 ¢
9 J14+sin2042

0, (55)

(56)

d sin?6 ¢

0=— (57)
db \/1 + sin® 6 ¢
De la ultima ecuacién deducimos que:
. 20 7
LA —Y (58)
\/1 4 sin? 6 ¢2
De esta y la anterior podemos despejar ¢ e integrar para obtener:
b=+ C csc(0) | (59)
sin?(0) — O
2 0 0
() = Cy £ tan™" V20, cos(0) =Cy+tan™! 7). (60)
V=207 — cos(20) + 1 sig# 1
1

Ahora nos falta mostrar que la anterior ecuacién define un circulo maximo. Para esto es sufi-
ciente con mostrar que el plano en el que esta la curva que hemos encontrado anteriormente

pasa por el origen. Para lo anterior, note que tan~!(z) = sin™* (\/ﬁ?) y por lo tanto la

ecuacion (60) se puede reescribir asi:

cot 0

cot 0 \/1/C3—csc? 6
6 Co=tan [ L0} —gin! Gl ) (61)
2 t
c? csc? 0 L+ l/C(':f()fcch@

sin~* cot? = sin~* _ ot . (62)
\/1/C? + cot? 0 — csc2 0 V1/C% —1

O:
) cot 0
Sln(gb - Cg) = W’ (63)
2_

sin ¢ cos Cy — sin Cy cos ¢ cot? (64)

2 — 2 =,

V1/C? —1
sin 6 sin ¢ cos Cy — sin 0 sin Cy cos ¢ = _cosh (65)

V1/C2 -1



Pero x = rcos¢sinf, y = rsingsinf, z = rcosf y la iltima ecuacién queda:
z

V1/CE =1

que define un plano que pasa por (0,0,0). Note que en la ecuacién anterior x,y y z son
funciones de 6, por lo que describen una curva y no un plano.

ycosCy — xsinCy = (66)

Ejercicio 2.6

Del problema que estamos considerando se nota facilmente que la fuerza que atrae a
la particula es proporcional a la distancia y estda en la direccién radial, por lo tanto el
potencial asociado a dicha fuerza es de la forma V(r) = %kr? Escogeremos nuestro sistema
de referencia con el origen en el centro de la esfera y con el eje z perpendicular al plano
donde se hara el tunel. Asi entonces llegamos a que la energia de la particula que estamos

considerando viene dada por:

1 | 1
E= §m(7'“2 +726%) + §kr2 = §k:a2. (67)

Donde a es el radio de la esfera en la que se movera la particula, w denota derivada total
con respecto a t mientras w’ denota derivada con respecto a 6 y k = G%m. De la anterior
ecuacién se puede despejar facilmente “dt” para obtener:

/dt:/fde:\/%/,/%da (68)

Al escribir las ecuaciones de Euler-Lagrange para minimizar [ dt¢ se obtiene:

r(0) ) ™G (1 (0)r(0)® + (a2 — 1'(0)?) 1(0)? — a?r"(0)r(0) + 20 (0)?)

=0.
r(0)? +1r'(0)?
(69)
De la anterior igualdad la ecuacion relevante es:
r(0)r(0)° + (a® —r'(0)) r(6)* — a®*"(0)r(6) + 2a*r'(6)* = 0. (70)

Aunque la anterior ecuacién se ve algo complicada, esta se puede integrar una vez al notar
que f no depende de 6 y por lo tanto:
m(r(0)2+r'(6)2
0 R
r(0)2 +r'(9)?

(71)



o

Figura 1: Construccion de una hipocicloide: Sea a el radio del circulo mayor y b el radio
del circulo menor. Sea 6 el angulo que forma el vector de posicién del punto sobre el circulo
menor con el eje x, sea ¢ el angulo que forma el centro del circulo menor y el eje x, finalmente
sea v el angulo que rota el circulo menor sobre un eje fijo. De la condicién de no deslizamiento
se obtiene que v = “T_bgb Podemos escribir la posicion del punto en términos de ¢ y v asi
(definimos a ry = a — 2b, la distancia més cercana al centro):

z=(a—b)cos¢ —bcosv =3 ((a +1g) cos(¢) + (ro — a) cos <—(a+m)¢>>,

a—Tro

y=(a—b)sing+bsiny =1 ((a 4 70) sin(¢) + (a — o) sin ((CL;:TT(.)O)¢>>'

Es una cantidad conservada. La ultima igualdad se puede escribir de manera mas conveniente
como:

2.2

ar ( gy Tz) = (0)% (72)

a? —r?2 \ Ia? a?

. . 2 ., . ,
Si redefinimos a } = (—1 + ‘;—2> entonces la ecuacién anterior queda asi:
0

a’r? r?— 7“8

2 _ 42 2
r L)

=7'(6)% (73)

a

Note que la ecuacién anterior restringe los posibles valores r a rp < r < a ya que la de-
rivada de r debe ser real. De la anterior ecuacién basta mostrar que es satisfecha por una
hipocicloide.



Las ecuaciones paramétricas de una hipocicloide son:

2(0) = ({a+ ) cosé) + (r o) cos (L2202 ). (74

(6) =5 (0 m)sin(0) + (o = s (M» . (75)
De estas se puede obtener 7(¢)? asi:
6 =0 40 =} (04 m)eos(@) + 00— yeos (LEDO)YT g
+ i <<a 4 10) sin(@) + (a — ro) sin (W))z |

Que al simplificar, teniendo en cuenta que cos?z + sin®x = 1, cos(a + b) = cosacosb —
sinasinb y que (a+b)* + (a — b)? = 2(a® + b?), queda:

r(6)? = % (a2 L2 (12— a?) cos ( 2a¢ )) | (77)

a—To

Por otro lado, también podemos calcular 0(¢):

(a+1g)sin(¢) + (a — 1) sin ((atro)‘i’)
tan (6 = y(9) — o) .
(6(¢)) 2(®)  (a+ro) cos(d) + (ro — a) cos (<a+ro>¢> (78)

a—ro

Aplicando identidades trigonométricas de suma a producto, se obtiene:
a Ccos (%) sin (‘1—¢> — T COS < a¢ > sin (T—¢)

0 a—ro a—rg a—rog (79)
o COS (a“_‘f, > cos (7’3—‘1’) + asin (“_—‘z’) sin <T_0—¢>

0 a—ro a—ro a—ro

Si dividimos numerador y denominador por cos (ﬁ) cos (

tan(6(¢)) =

ro¢

a—rTro

) , obtenemos:

B atan (aaj,o) — rotan (%)
tan (o) = ro + atan <ﬂ) tan <M) . 50)

a—ro a—ro

Note que la dltima ecuacién tiene un notable parecido con la identidad de suma de la
tangente.
Con lo anterior calculado, es directo calcular la siguiente cantidad:

rod )_ tan 0 + tan (%)
a—=To 1 — tanftan <m>

a—ro

B atan (ﬁ) (1 — tan? <ar3fo>> ' (82)
o (1 — tan? (%))

10

tan <6 +




Finalmente:

tan <0 + ro¢ > = ttan <aa_¢;0> : (83)

a—To To

Asf, 6(¢) es:
0(¢) = tan ™" (3 tan( a$ )) _ _To® (84)

0 a—ro a—ry

Ahora que conocemos 7(¢) y 6(¢) podemos calcular r'(0)? asf:

2
a(r% —a?)sin (—26“1’ )

a—nrg

T 2 -
oy - (5) - | E o

do g—i a? sec? (%) g
a? tan2<ai? ) a—ro
(a—ro)ro (#—&—1)
B a? (—a2 — 12+ (a®> — r3) cos ((ffm)) tan? <a‘i‘f,0) )
2r2 '

Por otro lado, si calculamos el lado izquierdo de la ecuacién diferencial:

a2r? 12— g2 a? (a2 + 73+ (15 — a?) cos (fffO)) (% (a2 + 73+ (1§ — a?) cos (fffo

a*—r* 1 2r2 (a2 +3 (—a2 —r¢ — (r3 — a?) cos (%)))
(87)
Que al simplificar se convierte en:
2 2a a
a (—a2 — 7134 (a —ro)(a+ ro) cos (aff())) tan? <aj«0)
— ) (88)

2
2rg

Lo que muestra que efectivamente la hipocicloide es la solucién del problema.

Por tltimo queremos calcular el tiempo de viaje y la profundidad maxima alcanzada en
funcién de la separacion angular de los puntos sobre la Tierra. Para encontrar las anteriores
cantidades, primero notemos que 1o < r < ay querg=r — ¢ =0 — 0 = 0, es decir, por la
forma como construimos la solucion, r es minimo en § = 0. Ahora podemos buscar 6 tal que
r = a, para ello primero encontremos a ¢ que cumpla esa condiciéon:

1 2a¢p Ta—rg
a2:§<a2+r8+(r§—a2)cos<a_ro))—>q§:§ — (89)

11



Si reemplazamos lo anterior en la ecuacion para 6 se obtiene que:

Q(T:a):g<1—%0>.

Asi entonces, el anterior es el angulo que se barre entre ir de la superficie al punto de maximo
acercamiento; por razones de simetria, este debe ser igual al dngulo que se barre en ir desde
el punto de méaximo acercamiento al centro hasta la superficie de nuevo. De lo anterior se
deduce entonces que si en el trayecto de viaje el vehiculo se acerca hasta el centro rg, entonces
los puntos estan separados angularmente una distancia:

azw(l—@)
a

Como es de esperarse, si los dos puntos son diametralmente opuestos entonces ro = 0 y la
trayectoria pasa por el centro; ademas, como se comprueba facilmente, es una linea recta en
la que se presenta movimiento arménico simple.

Finalmente, la integral que da el tiempo de viaje se puede reparametrizar en términos de
¢ para obtener:

P \/7/2 o S_¢> 2+7°2(¢) (2’2) dg, (90)

a

\/;am \fm/l— i (91)

Pero %0 =1 — 2, asi que el tiempo minimo en términos de la separacién angular es:

b = \/%mh — (1 — %)2

Finalmente, se pide hallar el tiempo de viaje entre Los Angeles y Nueva York. Estas
ciudades estan separadas por una distancia de 4800 km. Ademas se sabe que el didmetro de
la Tierra es de aproximadamente a = 6400 km, luego su separacién angular es:

4800
6400 =075,

ademds la masa de la Tierra es M = 6,0 - 10** kg y la constante de Cavendish tiene un valor
de G =6,7-107" m? kg=! s72, entonces:
k

— =15-10"%s72
m

El tiempo de viaje de Nueva York a Los Angeles es:
tnyna = 1,64 -10%s = 27,

y el radio minimo es:

0,75
roza(l——> =4,9-10% km.

™

12



Ejercicio 2.16

Para el presente problema el Lagrangiano esta dado por:

L=¢" (%mq’(t)Q - —kq(t)Q) : (92)

La ecuaciéon de Euler-Lagrange para el anterior Lagrangiano es:
e (kq(t) +m (v4(t) + G(t))) = 0, (93)

que es la ecuacién de movimiento det un oscilador armoénico amortiguado. Si se hace la
transformacién de coordenadas g = e~ 2 s, el Lagrangiano toma la forma siguiente:
1
L'= S ((m~y? — 4k) s(t)* — 4mvs(t)s(t) + 4ms(t)?) . (94)

La ecuacién de Euler-Lagrange es:
(my? — 4k) s(t) = 4mé(t), (95)

esta es la ecuacion de movimiento de un oscilador armoénico. Finalmente, la funcion h de
Jacobi para el anterior Lagrangiano es constante de movimiento; si se expresa en términos
de ¢(t) queda (con w? = k/m):

1

h= e (WPa(t)? +d(a(t) + i) (96)

que es la constante de movimiento para el oscilador arménico amortiguado.

Ejercicio 2.18

Para este caso, usando coordenadas esféricas, tenemos lo siguiente:

1
T = §a2m (0 + sin®(0)¢") , (97)
V = mgz = mgacos(0). (98)

Pero ¢ = wt. Asi el Lagrangiano es:

L=T-V= %an (0 + sin®(0)w?) — mga cos(6). (99)
La ecuacién de Euler-Lagrange que satisface 6 es:

am ((acos(8)w* + g) sin(f) — ab”) = 0. (100)

Como se ve del Lagrangiano, la cantidad h (la funcién de energia) es conservada ya que el
Lagrangiano no depende explicitamente del tiempo. Como ademads contiene #, el momento

13



generalizado py = a?m#b’ no se conserva. Para hallar condiciones de equilibrio hagamos 0" =
0 = 0" = 0. Esto implica en (100) que:

(acos()w® + g) sin(d) = 0. (101)

La anterior ecuacion implica o bien que § = 0 0 0 = 7™ 0 que w = El minimo
acos(@)

valor que toma w es wy = \/g . Para valores de w menores que wy, la ecuacién (101) no tiene
soluciones reales excepto las triviales (0 y 7), es decir, no hay més puntos de equilibrio.

Ejercicio 2.24

Z a; cos(jwt), (102)
]:0
=— Z a;wj sin(jwt), (103)
=0
mi?  ka?
[ mit ke 104
S (104)

27

S :/“’ Ldt. (105)
0

Si sustituimos x y & en L obtenemos:

m (— > i AWy sin(jwt)>2 - k (Z;ﬁo a; COS(th)>2

L= 106
2 2 ? (106)
m (Z;O o @5w?5? sin® (jwt) — 237720 372 ajaw?i] sin(jwt) sin(iwt))
L= (107)
2
k (Z; 2o a3 cos(jwt) + 2372 ST aja; cos(jwt) Sm(@uﬁf))
_ 5 _
Al hacer la integral, los términos cruzados con diferente indice se anulan, i.e., si i # j:
2n 2n
/ sin(iwt) sin(jwt) dt = / cos(iwt) cos(jwt) dt = 0. (108)
0 0

14



Por otro lado, las integrales con términos no cruzados son facilmente calculadas asi:

5 9
/ cos?(0) dt = —, (109)
0 w
" sin2(0) dt = 0, (110)
0
/w cos?(jwt) dt = /w sin®(jwt) dt = T (111)
0 0
La accién S toma la siguiente forma:
m > a2w?j 27r <2W 2+Z] ) Jw>
g lem T 112
y : , (12)
kT 5 Tx= o o k
= - : —— . 11
S a0 + 5 2. a; (mwj w) (113)

La accién es ahora una funcion de las a;, por lo tanto, para que sea extremo el gradiente V,
de la accién con respecto a las a; debe ser 0, es decir, el vector infinito con entradas:

—2
(ﬂ,...,waj (mjzw—ﬁ),..) (114)
w w

debe ser el vector nulo. Claramente lo anterior implica que ay = 0 y que:

k
a; O W = ]2—m (115)
Supongamos que a; # 0. Esto implica que w = % y que ajz = 0. Reescribiendo la

solucién tenemos:

s (150 - 5. o

Capitulo 8

Ejercicio 8.2

Supongamos que tenemos un Lagrangiano L(g;, ¢;,t), con su respectivo Hamiltoniano H

9 J 7 Y

y momentos conjugados p;. Se desea averiguar cémo queda el nuevo Hamiltoniano H' y los
nuevos momentos conjugados p} si se usa un nuevo Lagrangiano L' = L + 4 dt , donde F es

15



una funcion arbitraria pero diferenciable. Los nuevos momentos generalizados vienen dados
por:

/ aL/(in%vt) oL 9 (%)
= vy Lat/ 11
g 94i 9 i (117)

Pero el dltimo término puede transformarse asi (suma sobre indices repetidos):

o) (au+%) or

= = . 118
94 94 dg; (118)
Teniendo en cuenta lo anterior y que p; = %ﬁ, tenemos que:
OF
/
= p; + ) 119
pi=pit 5 (119)

El nuevo Hamiltoniano esta dado por:

oF dF oF oF OF
H =qp;—L =G pi+5-)—L——=G¢|pi+5— )| —L—|5-d+—5),
qip; q (p + 8%) 7t q (p + 3%) <aqiq + 8t>
(120)
oF oF
H=¢p —L——=H— —. 121
¢ipi 5 5 (121)

Para mostrar que las ecuaciones que se obtienen con este nuevo Hamiltoniano para p} y ¢;
tienen la misma forma que las que se obtienen para p; y ¢; a través del Hamiltoniano original,
escribamos el principio de Hamilton para el antiguo Hamiltoniano H teniendo en cuenta la
adicién de %:

b gF t2 dF
SI=6[ L+ dt=¢ i — H+ =) dt, 122
OF

t2 oF
=4 G — H 4+ =—d; + — | dt.

Los términos dentro de la integral se pueden reorganizar para obtener:

5/: ((pi + Z—D i — (H - %—f» dt. (123)

Pero el primer paréntesis resulta ser p, y el segundo H’, asi:

t2
b / (lg: — H') dt. (124)

t1
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En este punto podemos asumir que H' esta escrito en términos de las ¢; y las nuevas p}, y
asi podemos usar las ecuaciones de Euler-Lagrange para hallar:

d (of\ of ., OH

e _ —_—. — 12
it (aqg) 9 it g =0 (125)
d(of\ of . oH

2 s —0. 12
dt (8252) o, T opl ’ (126)

Que son las ecuaciones de Hamilton para las variables (g;, p}).
Para el resto de ejercicios, @’ denota la derivada total de la variable a con respecto al
tiempo .

Ejercicio 8.9

Para este problema se hace un procedimiento analogo al que se hace en la formulacion
lagrangiana. Asi entonces:

t2

05 = 5/ ¢ipi — H (g5,p5,t) — Nitbi (g5, pj, t) dt. (127)
t1

La variaciéon se puede hacer ahora con n d¢g;, n dp; y m A;. Para este problema las 2n

ecuaciones de Euler-Lagrange de interés son (siendo f el integrando de la ecuacién anterior

yk=1,...,n):

d (9f\ Of
dt (0%) g 0 (128)
d [ Of af

Sustituyendo para las primeras n ecuaciones obtenemos:

d (8(q7’;p¢ — H (qj,pj,t) — N (Qj,pgvt)))

dt gy,
_O(gipi — H (g5, p5: 1) — Nivi (g5, p5: 1)) —0 (130)
8qk 7
dpi,  (O0(=H (gj,pj,t) — Nivbi (5, pj, 1)) —0 (131)
dt A '

Reorganizando términos y teniendo en cuenta que hay suma sobre el indice repetido ¢, nos
queda:

/ (9_H+ .8¢i(Qj»pjat>. (132)
Aqp,
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Para las restantes n ecuaciones tenemos:

d (0(gipi — H(g;,pj,t) — Abi (g5, 5, t) (133)
dt op;,
_a(qui_H<Qjap]> )_ z¢z (%7pja )) O

Opx

Reorganizando los términos tenemos (de nuevo suma sobre ):
OH 0 (¢;,p; t))
0—(q — — )\ =0, 134
5H+)\i5¢i (45,5, t)
Ok Ok

G = (135)

Ejercicio 8.12

Usando la convencion usada en el capitulo 2, el lagrangiano del sistema se puede escribir
como:

mi + mQr,Q 1 m1Mmso

L = _—
2 2m1+m2

R? - U(R). (136)

Usando coordenadas esféricas R, 6, ¢ para R y coordenadas rectangulares x,y,z para r, y
llamando p = ™™ v M = my + ms, tenemos:

mi+ma
Ko 2112 2 . 2 2 M, 2 2y
L_§(R + R*0” 4+ R’sin (9)¢)+7(m +y?+2%) -U(R). (137)
De lo anterior se ve facilmente que el Hamiltoniano del sistema es:
1 P2 P 1
H=_—(p4+52 0 24 pi+p2) +U(R). 138
2 <pR+R2+RQSin2(9)>+2M (02 + 15 +p?) +U(R) (138)
Ahora obtengamos las ecuaciones de Hamilton para p,, py, p., z,y, z, que son:
OH
p;:—%zoﬁpx:cl, (139)
OH
Py, = By =0=p, =ca, (140)
0H
P, = . 0= p. = cs, (141)
OH
= 3 =p./M = x =10+ (p./ M) t, (142)
Pz
OH
y' = % =py/M =y =1y + (p,/M)t, (143)
Yy
0H
2 = 3 =p, /M =z =z + (p./M)t. (144)
2

18



Con lo anterior nos hemos librado de la mitad de las variables y podemos escribir el Hamil-
toniano de la siguiente manera:

1 P2 P
H=—(pi+20 4 "¢ U((R 145
24 (pR * R? + R2? sin? (9)) +UR) +e (145)

donde ¢ = ﬁ (p?c + pz + pz) De ahora en adelante dicha constante se omitird ya que no
afecta las ecuaciones de movimiento de las demés variables. En el anterior Hamiltoniano la
variable ¢ es ciclica, por lo que py, = [, es constante de movimiento y asi:

| 2 2
i (B ot ) U o
l2
=5 (7 (1 ) ) v 0 o
0
_ 2l <p§% W (ij@)) +U(R). (148)

Ahora, como en vez de 6 y py por separado aparece una funcién f (6,pg) de las dos, esta
debe ser una constante de movimiento, i.e.:
l2

_ T2 _ .2 z _
f(0,pg) =L =ps+ w0 k. (149)

De la anterior ecuaciéon podemos obtener py en términos de 6 asi:

/ 12
=4,/L[2% — z__ 150
po sin? (0) (150)

Y ademas podemos escribir el Hamiltoniano asi:

= 2+L—2 +U (R) (151)
2u PR pa '

Finalmente podemos obtener pg en funcién de R como (H = E = constante de movimiento):

=z (- - ) = fu (B v - ) 152

19



Con lo anterior en mente podemos escribir las restantes ecuaciones de Hamilton:

. 9H 12 aU t 2 QU
PRZ—ﬁZW—ﬁﬁpR—PRO_/OW—@ 2
, OH  cos(0) I? " cos (0) [

pgz—mzsing(%uRQ:>p9—])90:/0 sin? (4) pR?

Dy = 9% 5 =0=py =L,

" Opn Ro \/ (E-U - 2R2)
0/ _ aH . p9 / /

8p9 ,LLRZ 6o 12— l2

sinZ
oH dt
= =1, | ————.

¢ 8p¢ ,uR2 sin® (6) > o b= /0 pR2 sin® ()

Ejercicio 8.14

(153)
(154)
(155)

(156)

(157)

(158)

Note que una vez realizada la integral correspondiente a R' y obtenido R (t) en forma explici-
ta, este se puede reemplazar en la integral correspondiente a 6" y asi obtener € como funcién
explicita de ¢. Con estas dos variables conocidas se puede sustituir en las ecuaciones de las
demas variables, realizar las respectivas integraciones e inversiones y resolver el problema
completamente.

Sea L = ax”® + bTy/ + 'y + fy*a'2 + gy’ — ky/2? + y2. De este obtenemos los momentos

conjugados:

= f2'y? + 202’ + ¢y,
b /
x
p- = fy’a'.

Con estos podemos obtener el Hamiltoniano:

b
H=¢p — L= <fx’z'y2—i— (—+g+cx’) y +a (fz'y2+2aa:’+cy')>
x
by’
- (ax + 2 + e’y + fyPad + gy —l{:\/xQ—l—yQ)
I 2 / v by
= | 2fx'2y" + 2a2x"" + gy + 2cx’y + —
x
b/
B (ax'2+i—kcz'y’—l—nyx'z'nLgy'—k: /x2+y2)
x
H=ax”+ (fZy* + ) @' + ky/2? + y2.
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Aunque la transformacion (lineal) que manda a las velocidades en los momentos no tiene
inversa, lo que si se puede hacer es, de la ecuacion de p,, despejar 3/ y de la de p, a 2’ para
obtener:

£ 02 . — 2ax’ _ley2+px_2apz
) - f2Y" 4 pe — 202" T (165)
c c
/ Dz
T = . (166)
Ty?
Y sustituirlos en la ecuacion del Hamiltoniano:
_ /1,2 . — 2 /
H=ax"”+ (fz'y2+c 2y +Cp @ ) '+ kv/2? + 92, (167)
2ap;
2 px - 2 pz
I ot ) L
H= 21 + fe2 +kvx? +y?, (168)
2
apz piL‘pZ
H= Ty + Fy? + kv x? + 2. (169)

Este Hamiltoniano no depende ni de p, ni de z, por lo tanto y = ¢ y p. = k son constantes
de movimiento. Ademas, H no depende explicitamente de ¢, por lo tanto H también es
constante de movimiento.

Ejercicio 8.19
Del dibujo se ve que la posicion del cuerpo puede ser escrita asi:

T =lsin (0) + z, (170)
Z=—lcos(0) +z=azx*—1lcos (). (171)
Donde 6 es el angulo que forma el eje del péndulo con la vertical. Asi el lagrangiano toma la

siguiente forma:

1
L= 3" (2% + 2”) — mgz. (172)

Usando como coordenadas generalizadas x y 6, se reescribe asi:

%m ((:E' +lcos (0)0')? + (2azz’ + Isin (6) 9')2> — mg (az® — lcos () . (173)

Expandiendo:

2

1
L =2a*ma"”z* — agma® + 2almsin (0) 2’0z + §mx’2 (174)

1 1
+ §l2m cos? (6) 0" + §l2m sin® (0) 6 + glm cos (0) + Im cos (0) 2.
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Lo que puede ser reescrito asi:

1
L=Ly+ 5q’TTq’, (175)
con:
x/
q’ = ( o ) ; (176)
T 4a’*ma® +m Im cos (0) + 2almsin (0) x (177)
— \_Imcos (0) + 2almsin (0) z *m ’
Lo = glmcos (/) — agma®. (178)

Para hallar el Hamiltoniano se usa el procedimiento de la ecuacién 8.27, pagina 340,
capitulo 8:

1 _
H{(g,p,t) = 5p"T7'p = Lo (q,1). (179)

Para este caso la inversa de T es:

. 1 < I>’m —2almsin (0) x — lm cos (9) )

det (T) \ —2almsin (0) z — Imcos (/) 4a*ma® +m
(180)
det (T) =Im? — 1> cos® (0) m* + 4a*I*2*m?* — 4a*1? sin” (0) v*m? (181)
— 4al® cos (#) sin (0) zm?,
det (T') =m*I* (sin () + 4a22? cos® (0) — 4ax cos (f) sin ) . (182)
det (T') =m2I? (sin () — 2ax cos (A))>. (183)
p T 'p  m(I*p2 — 2lpgp, (cos (0) 4 2asin (0) x) + p; (4a’x? 4 1)) (184)
2 2det (T) '
Finalmente el Hamiltoniano queda ast:
~ m (IPp2 — 2lpgp, (cos (0) + 2asin (0) z) + p; (4a’z® + 1)) )
H= 3 det (T) — mgl cos (0) + magx?,
(185)

_ Pp2 — 2lpyp, (cos (0) + 2asin (0) z) + pj (4a*z® + 1)

H 2
202m (sin (6) — 2a cos (0) x)

— mgl cos (0) + mgax®.
(186)
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Ahora con el Hamiltoniano hallamos las ecuaciones de Hamilton:

,  OH  lp, — (cos(0) + 2asin (0) x) py

5 187
! Opa Im (sin (0) — 2a cos (0) z)* (187)
by OH _ (4a°2® + 1) pg — I (cos (9) + 2asin (9) =) p, (188)
Ipe 12m (sin (#) — 2a cos (0) x)? ’
0H 2a pe (Isin (0) p, — 2axpy)
po_ 2 2= 24 189
Ve dr m ( g 12 (sin 0 — 2ax cos 0) (189)
_cos (0) (PPp3 — 21 (cos (0) + 2asin (0) x) pep, + (4a’a® + 1)p§))
12 (sin (A) — 2a cos () x)° '
, OH 1 5 . 3 PaDel
e 1
Po a0  I2m ( gm-sin (0) 17 + 2a cos (0) x — sin (9)) (190)
1 (cos(f) + 2asin (0) x)
I?m (sin (A) — 2a cos () x)°
x (IPp2 — 2l (cos (0) + 2asin (0) x) pgp, + (4a°z* + 1) pj) .
Las anteriores expresiones para pl, y pj se pueden reorganizar asi:
, cos (0) + 2asin (0) x) p?
m (sin (0) — 2a cos (0) x)
2acos (f)x —sin(#)  2(cos(f) + 2asin (0) x 2
Im (sin () — 2acos (A) ) Im (sin (8) — 2a cos (A) z)° Pops
- 2,2 2
(cos (0) + ?a sin (0) x) (4a*x 4—31)@9 _ glmsin (9).
I?m (sin () — 2a cos (0) x)
, 2a cos (0) p2
MR )] - (192
m (sin (0) — 2a cos (0) x)
N ( 2asin (0) 4a cos (0) (cos () + 2asin () m))
Im (sin () — 2a cos () x)° Im (sin (9) — 2a cos () x)° Pops

B 4xa® _ 2cos(0) (4a*2® + 1) a
* < 12m (sin (0) — 2acos (0) z)*  12m (sin (0) — 2a cos (0) z)*

) p; — 2agma.
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Capitulo 9

Ejercicio 9.9

Sea u una funcién de r% p* r - p. Para mostrar que [u,L] = 0 es suficiente ver que

(12, L] =0, [p>,L] =0y [r-p,L] =0, ya que:

Ou OL  Ou OL

ox; Op; (9p7; or;

<8u or? ou 8p N ou 6r-p)8L
81’1 ( )8:62 d(r-p) Ox; ) Op;

[u, L] =

?)
ou r2 8u ap* N ou 8r-p> oL
o) ops )3292 O(r-p) Op; ) Ox;

a(
ou [ Or? (9L 2 0L N ou 8p OL 8_p2 OL
( Oz; 8p1 8p2 0z, 8( 2) Ox; 6?]0Z Op; Ox;
+(
ou

Oor-poL Or-pJdL
axz apz apz axl
ou ou
2,L - > L]+
~au) " ] o) YT 5 p)

Ahora calculemos los corchetes de Poisson de la anterior expresion:

[I‘ ’ paL]

(211, €5ip;| =€k ([T1mr, 2ilp; + zi[x@, p;),

— (i ([Ti, w2y + [ws, 21]) + 23 ([py, T) 200 + 20 [P5, 1))

Pero [z;, z;] = [pi,p;] =0y [, p;] = —[pj, ] = &;;. Asl entonces:
(212, €ijrips| = —€ip(2rim(py, 1)) = 26275 = eprizy + €z = 0.
Para el segundo término tenemos:
[Plpl, E’ij‘xlpj] _EUk(pJ [plph xz] + X [Plpla p]]) Eljki(p] [:E“ plpl])
- 5@3k2p]pl [$zapl] - _2€1jkp]p2 =0.
Finalmente:
[, €ijrrips] =€ir([vipr, 2ilp; + wilxipr, p;)
— €ij(pj ([zi, milpr + wi[zs, pi) + 2i([py, wilp + @i[pj, pi))
= — €jkP;T; + €5kTp; = 0.

(193)

(194)

(195)

(196)

(197)

(198)

(199)

(200)

Si F = ur + vp + wr x p, donde u, v, w son funciones del mismo tipo que las del literal
anterior, se pide mostrar que [F;, L;] = €;;;F}),. Para ver lo anterior calculemos por separado

las siguientes expresiones:
[uzi, Lj] = ulz;, L],
[vpi, Lj] = vlpi, Ly,
[wLi, Lj] = w[Ls, Lj],

24
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ya que [u, L;| = [v, L] = [w, L;] = 0. Ahora basta calcular las anteriores expresiones:

21, Gijkxipj] = €zjk(pj [z, ;] + Ii[l‘l,pj]) = €1k, (204)
[pl, Eijkiﬁz'pj] = Eijk(l“i [pzypj] + pj [pz,ﬂﬁi]) = —€jkP; = €1kDy, (205)
[elmixlpm7 Eabjl‘apb] = €lmi€abj (xa[xlpm7 pb] + Py [l‘lp’nm xa]) (206)

= —€imi€abj (Ta ([P, Ti]Pm) + Po([Ta, Prml@1))
—€imi€abj (—ZaPmObl + OamPpi).

Finalmente:

[Li, Lj] = €imi€abjOniTaPm — €imi€abjOamPbTi = €imi€aljTaPm — €mi€mbiPbi = €ijk L.

(207)
Reuniendo todo lo anterior:
[F;', L]] = UEij Tk + VE€ijkPk + Ez'ijJLk. (208)
Ejercicio 9.28
Para este problema tenemos que los momentos canénicos estan dados por:
Pr = mxk + gEijkBin. (209)
De estos se obtiene facilmente que:
— 9. Bixs
v = oy = & 2CUkD (210)
m
Asi entonces:
e — 26 Bir; pr — LeanBaxy
= 211
[Uka vl] |: m ) m ) ( )
1 q q
) ([pk, _§EablBawb} - bEz‘jkBin,plD , (212)
1
=3 (—gEasza [Pk, ) — gEijsz‘ [%API]) ; (213)
1 rq q 1 rq q
= <§€ablBa5kb — §€ijkBi5jl> = <§€alea — 56i1k3i> ; (214)
I q
=35 (€ariBa + € Bi) = ﬁealea- (215)
Por otro lado:
— Le, 0 By 5
[qjl7vk] = [xl7 Pk 5 €ijk ]:| — £7 (216)
m m
: pr — s€ijBit;  —qeiBi q€ii Bi qearB;
[, @] m om [pb%] om0 om (217)
. . . qearB;
[:L‘k’apl] = [xk‘a [pla HH = - [Ha ['Iknpl]] - [plv [Ha ajk” = - [pl7 _:L‘k:] = [plaxk‘] - om .
(218)
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Para el tdltimo calculo es necesario encontrar una expresion para p,, para esto usamos las

ecuaciones de Hamilton:

pi — %Bjxk@jk> (pi - %Bzxn@zn)
2m '

L

Con estas se encuentran facilmente los p,:

_oH
or, 2

Pa = 9 9

Y se calcula el corchete de Poisson:

) 1 q2 q2
(Db, Pa] ==— | —=BjBi€ijk€ita [Pos Tk] — — BiBj€in€ija [Db, Tn) |

2m 4 4
¢ 'S
:%BlBj(Eijbeila + €ip€ija) = R(BlBl(Sba — B.By).

Ejercicio 9.30

Supongamos que (), R son constantes de movimiento, entonces:

0
[Q7 H] = _6_?7
R
Evaluemos las siguientes cantidades:
0 R
(@, R], H] =[R,[H,Q]] + [Q, [R, H]] = [R, a—?] Lt

OR 0 8_@ B 0 0_@ OR B 0Q 0 a_R L
Por otro lado:

QR 0 (0QOR 0QOR
Ox; Op; Op; Ox; 7

T e e

o ot
T ox; 0t \Op;) 0t \ox; ) op;, w0t \op;) ot

q q q q
= 5 Bi€ia (pi - —Bjiﬂkﬁijk) + §Bj€ija <Pi - —Bll‘nﬁiln) .

(

0

(%vi

OR
5’xi

(

)

OR
ot

)

oQ
Op; '

(219)

(220)

(221)

(222)

(223)

(224)

(225)

Q)
Ip; .

(226)

(227)

Para ver que [@Q, R] es constante de movimiento es suficiente comparar las 2 tltimas expre-

siones y notar que las derivadas parciales conmutan.

. . . 3
Para mostrar que si /'y H son constantes de movimiento entonces %tf
movimiento, basta notar que [F, H| = —%—f es constante de movimiento, i.e.:

AN

diF,H d ( OF 0
dt  dt -
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Para probar que esto es cierto para la n-ésima derivada se usa induccién:

, _ c . d (_0F\ _
Se prob¢ para n = 1, se cumple i.e.: 4 <_E) = 0. ) ) "
Ahora supongamos que se cumple para n, es decir: i (%tf ) = [a%tf JH| + %tnj = 0, pero
como por hipétesis %tf es constante de movimiento, entonces [7, H] también lo es y por
lo tanto % = [%Zf , H] también es constante de movimiento.
Finalmente, tomando F' =z — y H = L gse verifica facilmente que:
t p? 2 2 2 OF ot
A s :_p[x,p]:—p:——:—@ﬁ)—:ﬁ 20
m’ 2m 2m 2m 2m ot m/ 0t m
Ejercicio 9.31
Sea u = In(p + imwq) —iwt y H = % + %mcﬂq?.
Entonces:
OudH OHOu 1mw 1 ,
u, H| =—/—— — —— _ £—chu2 — | =iw. (230)
dq Op dq 8p P+ 1mqw P+ 1mqw
Por otro lado, claramente 2 5 = —iw, por lo tanto u es una constante de movimiento.
Como sabemos las soluciones explicitas del problema, podemos ver que es exactamente u,
Po
#) = qocosw(t — to) + —= sinw(t — ¢ 231
q(t) = qo ( 0) mw ( 0): (231)
p(t) = pocosw(t —ty) — gomw sinw(t — to), (232)
u= 1 (p(t) + imwq(t)) — wt = —iwte + In (pg + imwqp) - (233)

Capitulo 10

Ejercicio 10.5

Se pide mostrar que S = $m (¢* + o) w cot(wt) —mgaw csc(wt) es solucién de la ecuacién
de Hamilton-Jacobi para el oscilador arménico. Para este caso dicha ecuacién es:

1 {95\ 5,
%[(a—q) + m-wq

Esto se hace directamente calculando las derivadas que aparecen en la anterior ecuacién:

08

— =0. 234
+ 5 =0 (234)

1 08 2 2,2 2 1 2,2 2
o [(a_q) tmwe| =g [(mqw cot(wt) — maw csc(wt))® + m*w’q?] (235)
—%mw2 (¢° — 2a cos(wt)q + o) esc®(wt). (236)
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La tltima igualdad se obtiene al tener en cuenta que 1 + cot? z = csc? z y que cot zcscz =
cos z csc? z. Por otro lado:

08 1

i —§mw2 (¢° — 2a cos(tw)q + o) esc®(wt). (237)

Comparando las 2 ultimas igualdades se ve que la S dada es efectivamente solucién de la

ecuacién de Hamilton-Jacobi. Conocida S podemos escribir las ecuaciones de transformacion:
psin(wt)

p =mqw cot(wt) — maw csc(wt) = a = qcos(wt) — ———, (238)
mw

B =mw(acos(wt) — q) csc(wt). (239)

Para mostrar que la S dada genera la solucién correcta del problema del oscilador armoénico
lo primero que hay que notar que tanto el nuevo momento conjugado o como su coordenada
generalizada (3 son constantes de movimiento y por lo tanto podemos escribir:
psin(wt) p(to) sin(wtyp)
a =qcos(wt) — ——= = a(ty) = q(tp) cos(wty) — —————, 240
geos(t) — PR (1) = g(to) cosfioty) — ZE (240)
B =mw(acos(wt) — q) csc(wt) = B(ty) = mw(acos(wty) — q(ty)) csc(wty). (241)

El valor de a(tg) puede ser sustituido en la tltima ecuacién para obtener:

cot(wt) (cos(wto)q(to) - IW) — csc(wt)q, (242)
p(to) sin(wty)

= cot(wty) (Cos(wto)q(to) — ) — csc(wtg)q(to)-

mw

De la anterior ecuacion se puede obtener ¢ asf:

q = cos(w(t — to))q(to) + p(to) Sins;:ft — to)). (243)

Para obtener p basta igualar @ = «(ty), despejar p y sustituir la expresién anterior para
obtener:

p = csc(wt) (mw cos(wt)g — mw cos(wto)q(to) + p(to) sin(wtp)), (244)
= cos(w(t — to))p(to) — mwq(to) sin(w(t — to)). (245)

Que es evidentemente la solucion al problema.

Ejercicio 10.6

Para solucionar este problema es mejor comenzar escribiendo el lagrangiano:

1 1
L= §mvz - §kr2 +qA - v. (246)
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El campo magnético es homogéneo en la direccion z, B = Bk, por lo tanto el vector de
potencial magnético viene dado:

1 1 1
A= §B XTr = EB (—iy + jz) = §Bru9. (247)

Teniendo en cuenta que v = 7u, + rfuy, entonces el lagrangiano toma la siguiente forma:

1 . 1 1 .
L= —m(* +r%0*) — —kr* + —qr0. (248)
2 2 2
Con el lagrangiano podemos obtener los momentos conjugados generalizados asi:
oL ,
oL 1 : . e _ Bgq
=— = —Bqr? o’ =0="—— 250
po=—5 =5 Bar +mbr 5 (250)

Conocidos los momentos conjugados generalizados podemos escribir el Hamiltoniano:

v B 1 5 Baps, pj

H =0 o — L = - - 251
P 7D 2m 8m 2 2m  2mr?’ (251)
1 B\?
=-— |+ Po TN k).
2m r 2
La ecuacién de Hamilton-Jacobi para el presente problema toma la forma:
2
1 dS\? (%) rqB S
— — ~L = kr? — =0. 252
2m (8r>+(r 2 ok +(?t 0 (252)
Como 6 es una variable ciclica, es 1til escribir la funcién principal de Hamilton como:
S(r,0,E, ap,t) =W, (r,E) + Wy(0,09) — Et = W,(r, ) + 0y — ElL. (253)
Sustituyendo en la ecuacién de Hamilton-Jacobi y teniendo en cuenta que py = g—g =y, se
obtiene:
2
1 W, \” (82;‘9/‘9) rqB
— - A0/ 127 Lr?
2m ( or ) - ( r 2 ey

1 oW, \* e rqB\° 2\

La anterior ecuacion puede ser resuelta para W, ast:

2
W, = / \/QmE — mkr? — (% - ?) dr. (255)
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Finalmente obtenemos que la funcién principal de Hamilton es:

rqB

2
S(r,0, E,pg) = / \/QmE — mkr? — (% - T) dr + 0py — Et. (256)

Note que si pg(t = 0) = 0 = py(t) = 0 Vt (ya que py es constante de movimiento), la integral
para W, se hace mucho mas sencilla:

W, = / omE — (mk + (%)2) r2dr. (257)

Al sustituir lo anterior en la funcién principal de Hamilton se obtiene:

2F k B\? 2F
S:m/ ——(—+<q—))TQdT—Et:m/\/——(w8+w§)r2dr—Et.
m m 2m m

(258)
Si pg = 0 entonces ademas:
. —qB _ —qB B

Pero £ = w? no es mds que la frecuencia “natural” del oscilador arménico y % = w, es la

frecuencia ciclotrénica debida al campo magnético. Finalmente se ve que si se compara la

ultima ecuacién con la ecuacién de un oscilador arménico que no esté en presencia de campo

magnético, entonces ambas ecuaciones tienen la misma forma excepto porque en este ejemplo

el oscilador se mueve con una frecuencia efectiva w? = w? + w?. Asf entonces radialmente

la particula se mueve como un oscilador arménico con frecuencia angular w = \/wi + w? y
—gB

ademds rota con velocidad angular constante 5= = w..

Ejercicio 10.13

El hamiltoniano del problema viene dado por:

2
P

H=F=--—+ F|z|. 260
2m |x| ( )

De la anterior ecuacion podemos obtener a p como funciéon de x asi:

p=V2m+\/E — Flz|. (261)

Con la anterior ecuaciéon podemos obtener la variable de accién para el problema:

E/F /o 312
sz{p da::%\/2m\/E—F\:U]dx:4\/2m/ \/E—F|a:|da::8Tm 7
0

(262)
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La integral ha sido evaluada usando el hecho de que la funcién sobre el contorno cerrado de
integracién recorre cuatro veces el camino desde 0 hasta x = % (que es el punto de retorno)
y un sencillo cambio de variable y = E — F|z|. De la ultima ecuacién se puede obtener a
E = H como funcion de J:

32/3 <ﬂ>2/3
H=— V") (263)

432
Con lo anterior en mente y usando que la frecuencia v = %—Ij y que T = % = g—é, entonces:

4v2mE
T=—u—. 264
= (264)
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